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| primi postulati (o assiomi) In :

Geometria:
Euclide (300 a.C) , Elementi

Aritmetica:

Peano (1889), Arithmetices Principia, nova
methodo exposita



Elementi, Libro | : Postulati della geometria.

Elementi, Libri VII-IX (Libri aritmetici):
nessun cenno a postulati dell’aritmetica.



Teoreml _ .
(postulati) concettl

primitivi orimitivi
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teoremi concedtti



Concetti primitivi con cui definire gl altri
concetti e enunciarne le proprieta.
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Simboli primitivi del linguaggio formale con
cul descrivere la teoria



Cio che gli assiomi devono descrivere:

(la linea dei numeri)



Simboli primitivi: { 1, S }

1 (uno): rappresenta un oggetto elementare

S (successore). rappresenta una funzione

(nel testo di Peano la funzione S e indicata con +1)



| Assioma: 1 € un numero



| Assioma: 1 € un numero

Il Assioma. il successore di un numero e un numero



ma anche

| Assioma: 1 € un numero

Il Assioma. il successore di un numero e un numero



| Assioma: 1 € un numero
Il Assioma. il successore di un numero e un numero

Il Assioma: numeri diversi hanno successori diversi ¢———=



potremmo pero avere

| Assioma: 1 € un numero
Il Assioma. il successore di un numero e un numero

1l Assioma: numeri diversi hanno successori diversi



| Assioma: 1 € un numero
Il Assioma. il successore di un numero e un numero
1l Assioma: numeri diversi hanno successori diversi

IV Assioma: 1 non e successore di alcun numero



| Assioma: 1 € un numero
Il Assioma. il successore di un numero e un numero
1l Assioma: numeri diversi hanno successori diversi

IV Assioma: 1 non e successore di alcun numero



ARITHMETIOES PRINCIPIA,

§ 1. De numeris et de additione,

Ezrplicationes,

Signo N significatur numerus (integer positivus),

”»

»

»

1 » unitas,
a+1 » sequens a, 8ive a plus 1,
= » est aequalis, Hoe nt novnm signum consideran-

dum est, etsi logicae signi figuram habeat,

Axiomata,
1EN.

aEN.D.a=a.
nbEN.Dia=b.=.b=a,
abeEN.pa=b.b=¢:D.0=c¢,.
a=b.bEN:p.aEN,
aEN.D.a+4+1EN,
a,beEN.pra=b.=.a4+1=0b+41,

(8) aeN.g.a41==1.

9.

10,

kEK 1€k . a€N.2€k: .24+ 1€k::p. Nk,

Definitiones,

2=141;3=2+41;4=3 4 1; ete.

Gli assiomidal 2 al 5
riguardano la
relazione di identita e
nelle presentazioni
moderne sono
associati agli assiomi
della logica.
L’assioma al punto 9,
finalizzato a produrre
dimostrazioni, lo
tratteremo dopo.




Definizione di nuove operazioni

Somma: operazione in due variabili

6 /8 9 10 11
). @

Diverso ruolo dei due addendi:
5: punto di partenza

3: contapassi



Definizione della somma

a+1l=35(a) Base
a+ S(b)=S5S(a+b) Passo
passi

, S

7 ~
R \\\
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5+3 = 5+5(2) =S(5 + 2) = S(5 + S(1)] =
S(S(5 + 1)) £ S(S(S(5)))

|
1
1
|
base (Alla fine il simbolo + e sparito)



Somma: reiterazione dell’'operazione di successore

a+1=_S5(a)
a+ S(b) = S(a + b) abEN.p.adbd1)=(a4b+1.

Prodotto: reiterazione della somma

LY

axl=a 1, aEN.n.a»1=a,
axS((b)=(axb)+a 2 &beEN.p.ax{b+1)=as<hta.

(Si osservi come, nel testo di Peano, I'impiego del simbolo
+1 al posto di S nasconda in parte I'analogia esistente tra le
definizioni di somma e prodotto)



Definitio,

18. a,beN.g.a4b+1)=(a+4+b+1.

Nota. — Hanc definitionem ita legere oportet: si a et b sunt
numeri, et (& 4 b) 4 1 sensum habet (scilicet si a - b est numerus),
sed a 4 (b4 1) nondum definitus est, tunc a <4- (b -+ 1) significat
numerum qui a 4 b sequitur.

ADb hae definitione, et a praecedéntibus deducitur:

aEN.pNa+2=a+4+(141)=(a+41)41.
aeN.pnat+3=a+ 2+ 1)=(@+2) 41, ete.

Theoremata,

19.  a,beEN.p.a4DEN.

GEN.P6:p:a4+1eN:p:1€[bg] Ts. (1)

AEN.D=bEN.DEPDETs:p:a 4 bEN.P6::(a+b)+
1EN.P18:p:a4 b+ 1)eEN::(b+ 1) E[bg]Ts. (2)

@EN.(1).(2).0:: D Ts.’.bEN.bE[bE]Te:;yb-*—l£[b€]
Ts .. ([b€) Ts) [: NOPETe.(L60)up:beN 0
Ts. i3)

(3).(L42): n:a,beN, 0 . Thesis. (Theor,),

L'ultimo assioma (qui impiegato per dimostrare
che la somma di due numeri € un numero).



1

| Assioma: 1 € un numero

Il Assioma.: il successore di un numero € un numero
lIl Assioma: 1 non e successore di alcun numero

IV Assioma: numeri diversi hanno successori diversi

V Assioma: se una proprieta vale per 1 e, se vale per n, vale
per S(n), allora vale per tutti | numeri

(Tale assioma e conosciuto come Principio di Induzione
matematica)



Scriviamo P(n) per indicare che il numero n soddisfa la
proprieta P

Se vale P(1) (1)
e se, per ogni n, P(n) implica P(S(n)) (S)

allora per ogni n vale P(n)




Se vale P(1)
e se, per ogni n, P(n) implica P(n+1)

allora per ogni n vale P(n)

(Un esempio)

P(n) : la somma dei primi n numeri dispari € uguale a n?

Vale P(1) 1=1°

Supponiamo valga P(n).....

(Ci fermiamo. Per sfruttare questa ipotesi dobbiamo sapere
chi € 'ennesimo numero dispari)



Chi e I' n-esimo numero dispari?
1°:1; 2°:3; 3% 5 4°7,...

Sembra plausibile che I' n-esimo numero dispari sia 2n — 1.

Dimostriamo anche questa proprieta impiegando 'Assioma 5.



Se vale Q(1)
e se, per ogni n, Q(n) implica Q(S(n))

allora per ogni n vale Q(n)

Q(n): “2n — 1 e I' n-esimo numero dispari’.

Vale Q(1). Infatti 2x1 — 1, cioe 1, e il 1° numero dispari.
Supponiamo Q(n), cioe che 2n — 1 sia |' n-esimo numero dispari.
Allora I' (n+1)-esimo numero dispari e (2n—1) + 2,

cioe 2(n+1) — 1. Quindi vale Q(n+1).

Per '’Assioma 5, Q(n) vale per tutti I numeri.



Se vale P(l) &% 2,
. T A, O 6/270
e se, per ogni n, P(n) implica P(S(n)) zy s &@e» Sy,
. .. %, 0, 9
allora per ogni n vale P(n) O e, 0
) %
s

P(n) : la somma dei primi n numeri dispari € uguale a n?

Vale P(1) 1=1°

Supponiamo valga P(n);cioé che 1 + ... + (2n — 1) = n?

Y
bl
llllll
...........
lllllllllllllll
-------------------------------------

(Ora che sappiamo chi e I'ennesima ero dispari,
possiamo sviluppare l'ipotesi)

....
3

>
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Allora la somma dei primi n+1 numeri dispari € n? + (2n + 1),
cioe (n+1)?. Quindi vale P(n+1), cioé P(S(n)).

Per 'Assioma 5, P(n) vale per tutti | numeri.



(Attenzione: il nome “induzione”, associato ad un assioma
matematico e quindi impiegato per dedurre, e parzialmente
In contrasto con il senso comunemente attribuito al
termine).

Il ragionamento. nel senso m cui il termine é sinonmimo di inferen
za, 51 dice comunemente che & di due gener:: 1l ragionamento che va
da1 particolar al generale e 1l ragionamentio che va dal generale a1
particolar:; 1l primo 51 chuama mmduzione, 1]l secondo argomentazione o
sillogismo |deduzione); (...] pid propriamente, s1 ha induzione quan
do dall'osservazione di un numero di cas1 mdmidual sahamo ad una
proposizione generale o quando, combimando pii proposizion: genera
i, concludiamo ad un’alira proposizione ancor pii generale; [...) s1
ha imvece argomentazione quande da una proposizione generale comr
bmmata con alire proposziom inferiamo una proposione dello stesso
grado di generahtd, o una proposizione meno generale. o anche una

proposizione individuale. J.S.Mill, System of Logic, 1843



