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Our pipeline in a nutshell

nuvola di punti sparsa

nuvola di punti densa

mesh
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Cosa sappiamo fare con due immagini?

Dato un numero sufficiente di punti corrispondenti, la costruzione di un modello 
3D può essere realizzata:
• Calcolando la matrice essenziale E
• Fattorizzando E per stimare la rotazione e la traslazione che collega le due camere
• Istanziare una coppia di camere
• Calcolare la posizione 3D tramite triangolazione.

E è definita a meno di un fattore di scala e il modello ottenuto eredita questa 
ambiguità (depth-speed ambiguity)

Ricostruzione parziale Poche corrispondenze

Problema:



Possiamo aumentare il numero di camere che osservano l’oggetto di interesse.
La geometria epipolare si generalizza di conseguenza:

• 3 camere:  tensore trifocale
• 4 camere: tensore quadrifocale

…
• n camere: tensore n-focale

Non c’è due senza… n

Si può dimostrare che i vincoli che riguardano n camere possono essere fattorizzati 
in termini di vincoli che coinvolgono coppie, triple o quadruple di immagini.

Quindi sfutteremo i vincoli bilineari tra coppie di immagini (meno onerosi da 
calcolare).



Analisi di molte immagini con sovrapposizione per il recupero di 
• moto: i parametri esterni di un insieme di fotocamere 
• struttura: la posizione dei punti 3D della scena

Structure And Motion



• Estrazione dei punti salienti
• Accoppiamento
• Clustering 
• Hierarchical Structure and motion
• Bundle adjustment

Samantha al lavoro



Punti salienti

Estrazione Descrizione Accoppiamento

tire da una ricostruzione iniziale da due immagini, l’approccio itera tra l’ag-
giunta di una fotocamera e l’aggiunta di punti (ciclo resezione-intersezione).

12.2.1 Validazione delle corrispondenze

Il primo passo consiste nel calcolare la relazione geometrica tra imma-
gini accoppiate, ovvero nel recuperare la matrice essenziale [fondamentale]
da un insieme di punti corrispondenti perturbati da rumore e contenenti una
percentuale significativa di campioni anomali o outliers. Quindi bisogna im-
piegare una procedura robusta per affrontare i campioni anomali, seguita da
un raffinamento non-lineare per ottenere una stima ottimale in presenza di
rumore.

Figura 12.2. A sinistra: una immagine con i relativi punti salienti estratti. A destra:
due immagini con i punti accoppiati. (Porta Vescovo, Verona)

12.2.1.1 Stima robusta della geometria epipolare

La stima lineare e non-lineare della matrice essenziale [fondamentale] è
possibile solo se tutti i dati di ingresso sono affidabili. Se nel sistema di equa-
zioni è presente anche solo una corrispondenza errata, la matrice calcolata
sarà distorta, fino al punto di essere inutile. Queste corrispondenze sbaglia-
te sono campioni anomali, ai fini della stima della geometria epipolare. È
importante sottolineare che nella pratica il problema dei campioni anomali
non può essere ignorato. Possiamo infatti essere certi che dati provenienti da
accoppiamenti automatici saranno corrotti da corrispondenze errate. Quindi,
abbiamo bisogno di un metodo robusto per affrontare questi errori, che sia in
grado di calcolare la geometria epipolare sottostante e contemporaneamente
identificare i campioni anomali nelle corrispondenze.

L’algoritmo più usato a tale scopo si chiama RANSAC (Fischler e Bolles,
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Non tutti i pixel sono facilmente distinguibili all’interno delle immagini.
I punti di un’immagine che si distinguono chiaramente dal loro vicinato sono detti 
punti salienti (ad esempio: spigoli, macchie, forti variazioni di colore…)

in ogni immagine si 
cercano i punti salienti 

si confrontando i 
descrittori per trovare 
delle corrispondenze 

ogni regione intorno ai 
punti salienti viene descritta 
in forma compatta e stabile 
(invariante)



Ogni immagine viene riprodotta a diverse risoluzioni e lavorata con opportuni filtri, 
per mettere in evidenza i dettagli a diverse scale.

Estazione e descrizione dei punti salienti

di quello assoluto. I questo caso viene prodotto un descrittore per ciascuna
orientazione.

Figura 8.10. Descrittore SIFT. In ogni quadrante 4x4 della finestra 16× 16 viene
calcolato un istogramma delle orientazioni del gradiente a 8 bin.

Per costruire il descrittore (figura 8.10) i considera una finestra 16× 16
centrata sul punto nel livello della piramide gaussiana in cui il punto è stato
rivelato e ruotata secondo la orientazione dominante2. Si calcola il gradiente
immagine per ogni pixel della finestra e lo si pondera con una gaussiana per
ridurre gradualmente il peso dei gradienti man mano che ci si allontana dal
centro .

In ogni quadrante di una griglia 4×4 sovrapposta alla prima, viene calco-
lato un istogramma di orientazione del gradiente ad 8 bin, ponderando i voti
nell’istogramma con la grandezza del gradiente medesimo.

I risultanti 128 valori non negativi vengono raccolti in vettore che vie-
ne normalizzato (a lunghezza unitaria) per rendere il descrittore invariante a
cambiamenti di contrasto, mentre variazioni additive dei livelli di grigio sono
già rimosse dal gradiente. Infine per irrobustire ulteriormente il descritto-
re, i valori vengono tagliati a 0.2 ed il vettore nuovamente normalizzato. Il
risultato è il descrittore SIFT.

8.4.5 Accoppiamento

I descrittori associati ai punti salienti in due immagini vengono messi
in corrispondenza con una semplice strategia “primo vicino” (closest nei-

2La finestra viene solo idealmente ruotata. In realtà basta sommare un angolo costante alle
direzioni dei gradienti prima di votare nell’istogramma.

117

I punti estremanti nello spazio-scala rispetto a opportuni operatori vengono 
considerati punti salienti. Ad ogni punto saliente viene associato: 
• un descrittore (analizzando le orientazioni del gradiente nel suo vicinato) 

codificato in forma vettoriale. È possibile confrontare tra loro i descrittori.
• uno score che ne quantifica la bontà.

piramide di immagini
(spazio-scala)

descrittore



Le corrispondenze andrebbero cercate tra tutte le possibili coppie di immagini.

Accoppiamento

Invece di cercare le corrispondenze tra tutte le possibili coppie di immagini, 
cerchiamo di sfoltire il numero di coppie plausibili…



• Prendiamo in esame solo i migliori h punti salienti per ogni immagine.
• Accoppiamo in modo efficiente ogni punto saliente con il più simile 

(approximate nearest neighbour).

• Per ogni coppia di immagini contiamo quante corrispondenze così ottenute 
hanno in comune. 

Accoppiamento – grafo epipolare
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Questa matrice può essere interpretata come la matrice di adiacenza di un grafo pesato…



Gli archi sono ancora tanti…
ne vorremmo rimuovere altri, ma dobbiamo 
stare attenti a non creare gruppi di immagini 
simili disconnessi tra di loro.

Accoppiamento – grafo epipolare

sconnesso!
L’obiettivo diventa quello di cercare un

grafo k-connesso per archi: 
comunque vengano tolti k archi, il grafo 
rimane connesso.



Algoritmo per approssimare un grafo k-connesso per archi

Accoppiamento – grafo epipolare

1. Trovare un albero ricoprente con peso massimo

2. Rimuovere gli archi dell’albero
3. Ripetere k volte



I punti salienti vengono accoppiati cercando i punti più simili nelle immagini 
suggerite dal grafo epipolare.

• Problema: non tutti i punti che hanno un descrittore simile sono punti 
proiezione dello stesso punto 3D (es: strutture ripetute).

• Validazione geometrica: per ogni coppia di viste si calcola la matrice 
fondamentale F, e due punti x, x’ vengono accoppiati solo se soddisfano il 
vincolo epipolare:

Accoppiamento – raffinamento
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Le coppie di punti accoppiati in più immagini vengono concatenate in 
tracce: insiemi di punti corrispondenti.

Accoppiamento – raffinamento



Clustering gerarchico

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.

The structure-and-motion computation then follows this
tree from the leaves to the root. As a result, the problem
is broken into smaller instances, which are then separately
solved and combined.

Algorithms for image clustering have been proposed
in the literature in the context of structure-and-motion
[10], panoramas [49], image mining [58] and scene summa-
rization [59]. The distance being used and the clustering
algorithm are application-specific.

In this paper we deploy an image a�nity measure that
befits the structure-and-motion task. It is computed by
taking into account the number of tie-points visible in
both images and how well their projections (the keypoints)
spread over the images. In formulae, let S
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The general agglomerative clustering algorithm pro-
ceeds in a bottom-up manner: starting from all singletons,
each sweep of the algorithm merges the two clusters with
the smallest distance between them. The way the distance
between clusters is computed produces di↵erent flavors of
the algorithm, namely the simple linkage, complete linkage
and average linkage [60]. We selected the simple linkage
rule: The distance between two clusters is determined by
the distance of the two closest objects (nearest neighbors)
in the di↵erent clusters.

Simple linkage clustering is appropriate to our case
because: i) the clustering problem per se is fairly easy,
ii) nearest neighbors information is readily available with
ANN and iii) it produces “elongated” or “stringy” clusters
which fits very well with the typical spatial arrangement
of images sweeping a certain area or building.

4. Hierarchical structure-and-motion

Before describing our hierarchical approach, let us set
the notation and review the geometry tools that are needed.
A model is a set of cameras and 3D points expressed in
a local reference frame (stereo-model with two cameras).
The procedure of computing 3D point coordinates from

corresponding points in multiple images is called intersec-
tion (a.k.a. triangulation). Recovering the camera matrix
(fully or limited to the external parameters) from known
3D-2D correspondences is called resection. The task of
retrieving the relative position and attitude of two cam-
eras from corresponding points in the two images is called
relative orientation. The task of computing the rigid (or
similarity) transform that brings two models that share
some tie-points into a common reference frame is called
absolute orientation.

Let us assume pro tempore that the internal parameters
are known; this constraint is removed in Sec. 7.

Images are grouped together by agglomerative clus-
tering, which produces a hierarchical, binary cluster tree,
called a dendrogram. Every node in the tree represents a
partial, independent model. From the processing point of
view, at every node in the dendrogram an action is taken
that augments the model, as shown in Figure 3.

Three operations are possible: When two images are
merged a stereo-model is built (relative orientation + in-
tersection). When an image is added to a cluster a resection-
intersection step is taken (as in the standard sequential
pipeline). When two non-trivial clusters are merged, the
respective models must be conflated by solving an abso-
lute orientation problem (followed by intersection). Each
of these steps is detailed in the following.

Figure 3: An example of a dendrogram for a 12 image set. The
circle corresponds to the creation of a stereo-model, the triangle
corresponds to a resection-intersection, the diamond corresponds
to a fusion of two partial independent models.

While it is useful to conceptually separate the clus-
tering from the modeling, the two phases actually occur
simultaneously: during the simple linkage iteration, every
time a merge is attempted the corresponding modeling ac-
tion is taken. If it fails, the merge is discarded and the

6

Le immagini vengono raggruppate gerarchicamente per similarità (tenendo conto 
del numero di corrispondenze e di come sono distribuite nell’immagine)̀
dando origine ad un albero in cui le foglie sono le immagini ed i nodi ne 
rappresentano raggruppamenti (cluster) via via piu ̀ grandi.



Clustering gerarchico

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.
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solved and combined.
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similarity) transform that brings two models that share
some tie-points into a common reference frame is called
absolute orientation.

Let us assume pro tempore that the internal parameters
are known; this constraint is removed in Sec. 7.

Images are grouped together by agglomerative clus-
tering, which produces a hierarchical, binary cluster tree,
called a dendrogram. Every node in the tree represents a
partial, independent model. From the processing point of
view, at every node in the dendrogram an action is taken
that augments the model, as shown in Figure 3.

Three operations are possible: When two images are
merged a stereo-model is built (relative orientation + in-
tersection). When an image is added to a cluster a resection-
intersection step is taken (as in the standard sequential
pipeline). When two non-trivial clusters are merged, the
respective models must be conflated by solving an abso-
lute orientation problem (followed by intersection). Each
of these steps is detailed in the following.

Figure 3: An example of a dendrogram for a 12 image set. The
circle corresponds to the creation of a stereo-model, the triangle
corresponds to a resection-intersection, the diamond corresponds
to a fusion of two partial independent models.

While it is useful to conceptually separate the clus-
tering from the modeling, the two phases actually occur
simultaneously: during the simple linkage iteration, every
time a merge is attempted the corresponding modeling ac-
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Partendo dal basso ad ogni nodo viene eseguita una particolare azione:

Ricostruzione stereo Aggiunta di una vista Fusione di due modelli



• calcolo della geometria epipolare tra due viste
• stima delle camere
• stima dei punti 3D per triangolazione.

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.
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MPP, P1 e P2: il riferimento mondo è allineato con P1 mentre P2 è scelta in
modo che la geometria epipolare corrisponda alla matrice essenziale [fon-
damentale] calcolata precedentemente, come descritto nei paragrafi 5.2.1 e
11.3.1, rispettivamente.

Una volta che le due matrici di proiezione sono state istanziate, i punti cor-
rispondenti possono essere usati per determinare i relativi punti 3D attraverso
la triangolazione.

Figura 12.4. Inizializzazione: coppia iniziale e triangolazione di un punto

L’algoritmo entra quindi nel ciclo principale di resezione-intersezione.
Viene scelta la prossima immagine i > 2 da aggiungere alla ricostruzione,
sulla base di un criterio di massima sovrapposizione con le immagini già
considerate.

Figura 12.5. Passo iterativo: aggiunta di una fotocamera (la terza)

Le corrispondenze relative ai punti già ricostruiti sono utilizzate per in-
ferire corrispondenze 2D-3D. Sulla base di queste, viene stimata la posa
[calibrazione] della MPP Pi rispetto alla ricostruzione esistente.

La struttura è aggiornata in due modi: i) la posizione dei punti 3D esisten-
ti che sono stati osservati nell’immagine corrente viene ri-triangolata (ag-
giungendo un’equazione la triangolazione diventa più precisa) e ii) vengono
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Clustering gerarchico – ricostruzione stereo

Triangolazione
a partire da corrispondenze 2D e dalle 
camere stima la posizione dei punti 3D

X

Pi

Pj



Clustering gerarchico – aggiunta di una vista

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.
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The general agglomerative clustering algorithm pro-
ceeds in a bottom-up manner: starting from all singletons,
each sweep of the algorithm merges the two clusters with
the smallest distance between them. The way the distance
between clusters is computed produces di↵erent flavors of
the algorithm, namely the simple linkage, complete linkage
and average linkage [60]. We selected the simple linkage
rule: The distance between two clusters is determined by
the distance of the two closest objects (nearest neighbors)
in the di↵erent clusters.

Simple linkage clustering is appropriate to our case
because: i) the clustering problem per se is fairly easy,
ii) nearest neighbors information is readily available with
ANN and iii) it produces “elongated” or “stringy” clusters
which fits very well with the typical spatial arrangement
of images sweeping a certain area or building.

4. Hierarchical structure-and-motion

Before describing our hierarchical approach, let us set
the notation and review the geometry tools that are needed.
A model is a set of cameras and 3D points expressed in
a local reference frame (stereo-model with two cameras).
The procedure of computing 3D point coordinates from

corresponding points in multiple images is called intersec-
tion (a.k.a. triangulation). Recovering the camera matrix
(fully or limited to the external parameters) from known
3D-2D correspondences is called resection. The task of
retrieving the relative position and attitude of two cam-
eras from corresponding points in the two images is called
relative orientation. The task of computing the rigid (or
similarity) transform that brings two models that share
some tie-points into a common reference frame is called
absolute orientation.

Let us assume pro tempore that the internal parameters
are known; this constraint is removed in Sec. 7.

Images are grouped together by agglomerative clus-
tering, which produces a hierarchical, binary cluster tree,
called a dendrogram. Every node in the tree represents a
partial, independent model. From the processing point of
view, at every node in the dendrogram an action is taken
that augments the model, as shown in Figure 3.

Three operations are possible: When two images are
merged a stereo-model is built (relative orientation + in-
tersection). When an image is added to a cluster a resection-
intersection step is taken (as in the standard sequential
pipeline). When two non-trivial clusters are merged, the
respective models must be conflated by solving an abso-
lute orientation problem (followed by intersection). Each
of these steps is detailed in the following.

Figure 3: An example of a dendrogram for a 12 image set. The
circle corresponds to the creation of a stereo-model, the triangle
corresponds to a resection-intersection, the diamond corresponds
to a fusion of two partial independent models.

While it is useful to conceptually separate the clus-
tering from the modeling, the two phases actually occur
simultaneously: during the simple linkage iteration, every
time a merge is attempted the corresponding modeling ac-
tion is taken. If it fails, the merge is discarded and the
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• Le corrispondenze relative ai punti gia ̀ ricostruiti sono utilizzate per inferire 
corrispondenze 2D-3D. Sulla base di queste, sono stimate le P rispetto alla 
ricostruzione esistente. 

• Le tracce sono eventualmente aggiornate e punti 3D vengono aggiunti.

MPP, P1 e P2: il riferimento mondo è allineato con P1 mentre P2 è scelta in
modo che la geometria epipolare corrisponda alla matrice essenziale [fon-
damentale] calcolata precedentemente, come descritto nei paragrafi 5.2.1 e
11.3.1, rispettivamente.

Una volta che le due matrici di proiezione sono state istanziate, i punti cor-
rispondenti possono essere usati per determinare i relativi punti 3D attraverso
la triangolazione.

Figura 12.4. Inizializzazione: coppia iniziale e triangolazione di un punto

L’algoritmo entra quindi nel ciclo principale di resezione-intersezione.
Viene scelta la prossima immagine i > 2 da aggiungere alla ricostruzione,
sulla base di un criterio di massima sovrapposizione con le immagini già
considerate.

Figura 12.5. Passo iterativo: aggiunta di una fotocamera (la terza)

Le corrispondenze relative ai punti già ricostruiti sono utilizzate per in-
ferire corrispondenze 2D-3D. Sulla base di queste, viene stimata la posa
[calibrazione] della MPP Pi rispetto alla ricostruzione esistente.

La struttura è aggiornata in due modi: i) la posizione dei punti 3D esisten-
ti che sono stati osservati nell’immagine corrente viene ri-triangolata (ag-
giungendo un’equazione la triangolazione diventa più precisa) e ii) vengono
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Clustering gerarchico – fusione di due modelli

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.

The structure-and-motion computation then follows this
tree from the leaves to the root. As a result, the problem
is broken into smaller instances, which are then separately
solved and combined.
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4. Hierarchical structure-and-motion

Before describing our hierarchical approach, let us set
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A model is a set of cameras and 3D points expressed in
a local reference frame (stereo-model with two cameras).
The procedure of computing 3D point coordinates from

corresponding points in multiple images is called intersec-
tion (a.k.a. triangulation). Recovering the camera matrix
(fully or limited to the external parameters) from known
3D-2D correspondences is called resection. The task of
retrieving the relative position and attitude of two cam-
eras from corresponding points in the two images is called
relative orientation. The task of computing the rigid (or
similarity) transform that brings two models that share
some tie-points into a common reference frame is called
absolute orientation.

Let us assume pro tempore that the internal parameters
are known; this constraint is removed in Sec. 7.

Images are grouped together by agglomerative clus-
tering, which produces a hierarchical, binary cluster tree,
called a dendrogram. Every node in the tree represents a
partial, independent model. From the processing point of
view, at every node in the dendrogram an action is taken
that augments the model, as shown in Figure 3.

Three operations are possible: When two images are
merged a stereo-model is built (relative orientation + in-
tersection). When an image is added to a cluster a resection-
intersection step is taken (as in the standard sequential
pipeline). When two non-trivial clusters are merged, the
respective models must be conflated by solving an abso-
lute orientation problem (followed by intersection). Each
of these steps is detailed in the following.

Figure 3: An example of a dendrogram for a 12 image set. The
circle corresponds to the creation of a stereo-model, the triangle
corresponds to a resection-intersection, the diamond corresponds
to a fusion of two partial independent models.

While it is useful to conceptually separate the clus-
tering from the modeling, the two phases actually occur
simultaneously: during the simple linkage iteration, every
time a merge is attempted the corresponding modeling ac-
tion is taken. If it fails, the merge is discarded and the
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Registrare due modelli parziali nello stesso sistema di riferimento.

Trovare la trasformazione (similitudine per via dell’ambiguità di scala) che porta il 
primo modello nel secondo.



Clustering gerarchico

Figure 2: Tracks over a 12-images set. For the sake of readability only a sample of 50 tracks over 2646 have been plotted.
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Before describing our hierarchical approach, let us set
the notation and review the geometry tools that are needed.
A model is a set of cameras and 3D points expressed in
a local reference frame (stereo-model with two cameras).
The procedure of computing 3D point coordinates from

corresponding points in multiple images is called intersec-
tion (a.k.a. triangulation). Recovering the camera matrix
(fully or limited to the external parameters) from known
3D-2D correspondences is called resection. The task of
retrieving the relative position and attitude of two cam-
eras from corresponding points in the two images is called
relative orientation. The task of computing the rigid (or
similarity) transform that brings two models that share
some tie-points into a common reference frame is called
absolute orientation.

Let us assume pro tempore that the internal parameters
are known; this constraint is removed in Sec. 7.

Images are grouped together by agglomerative clus-
tering, which produces a hierarchical, binary cluster tree,
called a dendrogram. Every node in the tree represents a
partial, independent model. From the processing point of
view, at every node in the dendrogram an action is taken
that augments the model, as shown in Figure 3.

Three operations are possible: When two images are
merged a stereo-model is built (relative orientation + in-
tersection). When an image is added to a cluster a resection-
intersection step is taken (as in the standard sequential
pipeline). When two non-trivial clusters are merged, the
respective models must be conflated by solving an abso-
lute orientation problem (followed by intersection). Each
of these steps is detailed in the following.

Figure 3: An example of a dendrogram for a 12 image set. The
circle corresponds to the creation of a stereo-model, the triangle
corresponds to a resection-intersection, the diamond corresponds
to a fusion of two partial independent models.

While it is useful to conceptually separate the clus-
tering from the modeling, the two phases actually occur
simultaneously: during the simple linkage iteration, every
time a merge is attempted the corresponding modeling ac-
tion is taken. If it fails, the merge is discarded and the
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Problema: possibile accumulazione degli errori, che porta ad una deriva del 
risultato: errori sui parametri stimati delle prime fotocamere e punti influenzano gli 
elementi che vengono aggiunti successivamente. 
Bundle adjustment: si cerca di minimizzare l’errore globale di riproiezione di tutti i 
punti 3D nelle immagini in cui sono visibili.

Bundle Adjustment

min
X

i

X

j

d(PiXj , xij)
2

vista i-esima

Xj

xijPiXj



Per semplicità abbiamo supposto di  conoscere sempre i parametri interni della 
camere in modo da ottenere una ricostruzione euclidea della scena.

In pratica questa informazione non è sempre disponibile ma Zephyr riesce a 
ricavarla:
• direttamente dai dati EXIF delle fotografie
• oppure, sfruttando una procedura di autocalibrazione, stimano i parametri di K

In questo modo il modello che si ottiene è definito a meno di un fattore di scala.

Autocalibrazione



• Usare computer vision e fotogrammetria per la conversazione patrimonio culturale 
iracheno e siriano distrutto dallo stato islamico. 

• Matthew Vincent e Chance Coughenour creano una piattaforma crowdsource pensata per 
raccogliere e utilizzare le immagini di reperti archeologici e monumenti, rendendole 
disponibili per la ricostruzione digitale.

Rekrei – (Progetto Mosul)

Febbraio 2015 - Mosul (Iraq): distruzione di 
reperti archeologici mesopotamici conservati nel 
Mosul Museum of artifacts ad opera dell’ISL

Museo virtuale



Riferimenti e risorse

• http://www.3dflow.net/it/ - pagina web di 3DFlow
• http://www.diegm.uniud.it/fusiello/demo/samantha/ - pagina web su Samantha 
• Andrea Fusiello, Visione computazionale: Tecniche di ricostruzione tridimensionale,  

Franco Angeli, 2013
• https://rekrei.org - mosul project



Grazie per l’attenzione :-)


